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COMPLEJOS
Práctica 1


Apellidos y Nombre:____________________________________________

Realizar por escrito todas las actividades numeradas de la hoja de trabajo. 

Introducción y conceptos básicos
Título pantalla:  ¿Por qué debo ampliar el conjunto de los números reales?

Observa que en el conjunto de los números reales no tiene sentido hablar de la solución de la ecuación 
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, ya que no se puede definir la raíz cuadrada de un número negativo.

Si haces clic en la ventana ecuaciones de segundo grado, puedes encontrar un applet que permite resolver la ecuación 
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, dando diferentes valores a los coeficientes a, b y c. 

1.a  Sin resolver las ecuaciones siguientes, calcula el valor del discriminante, b2 – 4ac, e indica qué tipos de soluciones tendrán en cada caso. Con la ayuda del applet puedes ver los puntos de corte de cada gráfica 
[image: image3.wmf]2

yaxbxc

=++

 con el eje OX:

	Ecuación
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	Discriminante

b2 – 4ac
	Tipo de soluciones
	Posición de la gráfica
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con respecto al eje OX
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1.b Escribir las soluciones de la última ecuación de la tabla y expresarlas en todas las formas posibles, así como gráficamente:

X1 =                                         

X2 =

Título pantalla: Introducción a los números complejos

Definimos el conjunto de los números complejos 
[image: image9.wmf]£

 como el conjunto de todos los pares ordenados de números reales (x, y), donde cualquier número real x puede identificarse con el punto (x, 0) del plano. 

El número complejo i = (0, 1) se denomina unidad imaginaria y cumple que su cuadrado es el número real –1, es decir i2 = -1. De aquí se deduce que en el conjunto 
[image: image10.wmf]£

 hay al menos una solución para la ecuación 
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, se trata del número complejo i = (0, 1).

Título pantalla: Otra forma de representar los números complejos

El par ordenado z = (a, b) se puede escribir z = a + b.i , que es la forma binómica de dicho complejo, la cual  resultará más cómoda para operar con estos números.

Parte real y parte imaginaria
Título pantalla: Definición de número complejo. Representación gráfica

Fijado en el plano 
[image: image12.wmf]2
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 un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales, cada número complejo z = (x, y) puede representarse gráficamente mediante el punto P de coordenadas (x, y), que recibe el nombre de afijo del complejo z, o bien por el vector 
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 de origen O(0, 0) y extremo P(x,y).  Dado un complejo z = a + b.i se denomina:

parte real de z al valor                   a = Re (z) 
parte imaginaria de z al valor        b = Im (z)

Si la parte real de un número complejo es cero se denomina imaginario puro y si es cero la parte imaginaria se trata de un número real.

2. Dibuja abajo la región del plano donde se encuentran los afijos de los siguientes conjuntos de números complejos. Se facilita la representación considerando  z = x + y.i , donde x = Re(z), y = Im(z):
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Conjugado y opuesto
Título pantalla: Opuesto y conjugado de un número complejo

Dado el número complejo 
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 su conjugado es el número complejo 
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 y su opuesto es el número complejo 
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3. Plantéate ejemplos moviendo el afijo de z (arrastrarlo con el ratón) para ver cómo se representan el opuesto y el conjugado de z. Escribe tres ejemplos de números complejos cuyos afijos se representen así:
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 en el cuarto cuadrante del plano de Gauss, 
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 sobre el semieje real negativo, 
[image: image21.wmf]3

z

 sobre el semieje imaginario negativo. 
Escribe además los conjugados y opuestos correspondientes:
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Suma de números complejos
Título pantalla: Aritmética de números complejos

La suma de dos números complejos 
[image: image31.wmf]111

zxyi

=+×

 y 
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 es otro número complejo cuyas primera y segunda componentes son, respectivamente, la suma de las primeras y segundas componentes de los números dados:
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Ejemplo: Toma los números 
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. Mediante el applet lobserva la posición de los afijos de 
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. Si piensas en los números complejos como extremos de un vector con origen en el punto O, los afijos de 
[image: image36.wmf]+-
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 se encuentran sobre el extremo de los vectores suma y diferencia, respectivamente.

Título pantalla: Suma como traslación

En el gráfico de esta página está representado el triángulo de vértices O, P1 y P2 en azul y en verde el triángulo de vértices  w,  P1+w  y  P2+w.

Los afijos de w, P1 y P2 pueden moverse pulsando sobre ellos. 

a. Si aumentas o disminuyes sólamente la parte imaginaria de 
[image: image37.wmf]wabi
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, el triángulo se desplaza verticalmente.

b. Si aumentas o disminuyes sólamente la parte real de 
[image: image38.wmf]wabi
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, el triángulo se desplaza horizontalmente.

c. Si aumentas o disminuyes tanto la parte real como la parte imaginaria de 
[image: image39.wmf]wabi
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, el triángulo se desplaza oblicuamente.

Producto de números complejos
Título pantalla: Multiplicación de números complejos

La multiplicación de dos números complejos expresados en forma binómica se hace igual que con números reales teniendo en cuenta que i2 = -1.
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4. Introduce en el applet el número complejo z = 2 + 1’5.i, así como los diferentes valores del número real:   w = 2,   w = -1.5

¿Qué interpretación geométrica tiene el producto de un número complejo por un número real?

5. Calcula las siguientes potencias de i y representa gráficamente aquí los resultados (escribe aquí los cálculos realizados):
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Puedes comprobar estos resultados con ayuda del applet que explica las potencias de la unidad imaginaria.

División de números complejos
Título pantalla: División de números complejos

En forma binómica, el  cociente de dos números complejos se realiza multiplicando numerador y denominador por el conjugado del denominador
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Ejemplo: Resuelve le cociente 
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 en forma binómica, calculando el valor del parámetro a para que el número  z  resultante sea un número real.
Módulo
Título pantalla: Módulo de un número complejo

El módulo de un número complejo 
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 se define así:  
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Título pantalla: Interpretación del módulo como distancia.

Lee los ejemplos de la pantalla.

*
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  representa el conjunto de puntos z que están a una distancia r del número complejo z0.

*
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  representa el conjunto de puntos z que están a una distancia menor que r del número complejo z0.

*
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zzr

->

  representa el conjunto de puntos z que están a una distancia mayor que r del número complejo z0.

6.a La siguiente condición determina una región en el plano, 
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+<

. ¿Cuál de las siguientes zonas punteadas representa a dicha región?
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6.b La condición 
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 corresponde a una región del plano complejo. ¿A qué gráfico corresponderá?
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Describe el conjunto de números complejos correspondientes a las cuatro regiones del plano complejo representadas en el último gráfico:

	a)
	b)
	c)
	d)

	
	
	
	


La desigualdad triangular.
Título pantalla: La desigualdad triangular.
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Puedes leer la demostración geométrica de la desigualdad triangular pulsando en el enlace correspondiente. 
Argumento de un número complejo. Forma polar.
Título pantalla: Argumento de un número complejo. Formas polar y trigonométrica

Se denomina argumento del número complejo 
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 al ángulo , medido en radianes, que forma el vector 
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 con la dirección positiva del eje OX, así                      
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El argumento de un número complejo está definido salvo en un múltiplo de 2, ya que la posición de su afijo P no se altera si damos a  un incremento de  
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. Por tanto
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Llamaremos valor principal del argumento al que cumple la condición
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Dos números complejos son iguales si coinciden sus módulos y sus argumentos.

Si dos complejos son conjugados entre sí, sus módulos son iguales y sus argumentos opuestos. Si son opuestos entre sí, sus módulos son iguales y sus argumentos difieren en  radianes.

Si el número z tiene módulo r y argumento , su representación polar es 


[image: image61.wmf]zr

a

=


Las representaciones polares de los complejos conjugado y opuesto son 
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Formas trigonométrica y exponencial de un número complejo
Si el número complejo z tiene módulo r y argumento , este número también podrá escribirse
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que es la llamada forma trigonométrica de dicho complejo. 

Utilizando la fórmula de Euler 
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, obtenemos la forma exponencial.
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Producto y cociente en forma polar
Título pantalla: Multiplicación y división en forma polar

Dados dos números complejos expresados en forma polar 
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)

1

11

zr

a

=

y 
[image: image68.wmf](

)

2

22

zr

a

=

. El producto de dichos números es otro número complejo cuyo módulo es el producto de los módulos y cuyo argumento es la suma de los argumentos, excepto en un número múltiplo de 2:
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El cociente de dichos números complejos es otro número complejo cuyo módulo es el cociente de los módulos y cuyo argumento es la diferencia de los argumentos, excepto en un múltiplo de 2:


[image: image70.wmf](

)

12

11

22

11

22

1

12

2

zr

zr

zr

zr

z

arg2k,k

z

a-a

ì

=

ï

æö

ï

=Þ

í

ç÷

æö

èø

ï

=a-a+pÎ

ç÷

ï

èø

î

¢


El applet de esta página te permite hallar el complejo resultante de multiplicar o dividir dos números complejos expresados en forma polar. 

Título pantalla: Interpretación geométrica del producto.

7. Pulsa la ventana que te muestra la interpretación geométrica del producto entre dos números complejos cualesquiera. Con el punto azul muévete hasta colocarte sobre el afijo del número complejo 
[image: image71.wmf]6

z3i2

p

-

=-=

. Ahora elige dos valores distintos para el otro factor w, en forma polar:  
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Observa la posición de los afijos de  w  y  de  
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. Escribe los resultados: 


[image: image74.wmf](

)

(

)

a)zw,argzw

b)zw,argzw

×=×=

×=×=


8. Tomando los datos del ejercicio anterior, calcula los cocientes siguientes:  
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Potencia entera de un número complejo
Título pantalla: Potencias naturales. Fórmula de Moivre

Recordando la forma exponencial de un complejo no nulo, 
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zre

a

=×

, la potencia entera del complejo z viene dada por
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o bien por     
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expresión conocida con el nombre de fórmula de Moivre.
9. Calcula el número complejo 
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, expresando el resultado en forma binómica. Representar gráficamente el afijo de z en el plano de Gauss.
	
	Forma polar o forma módulo-argumental del resultado
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Representación gráfica:

Raíz n-ésima de un número complejo
Título pantalla: Potencias de exponente fraccionario

Se llama raíz n-ésima de un número complejo 
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 cuya potencia n-ésima coincide con el número z dado. Es decir,
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igualdad que solo se verifica, si            
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lo que conduce a la expresión     
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donde k = 0, 1, 2, ..., n-1; ya que si seguimos dando valores a k resultan los mismos argumentos aumentados en 2. Por tanto, todo número complejo no nulo tiene n raíces n-ésimas distintas.

Geométricamente, estas raíces tienen por afijos los vértices de un polígono de n lados, inscrito en la circunferencia de radio 
[image: image92.wmf]n
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 con centro en el origen.

Título pantalla: Raíces n-ésimas de un número complejo.

Ejemplo: Calcula las raíces octavas de la unidad, 
[image: image93.wmf]8
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, y represéntalas con la ayuda del gráfico que aparece al final de la página.

10. Resuelve la ecuación  
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, expresando las soluciones en forma polar o en forma exponencial y representa los afijos gráficamente.

Soluciones:
Representación gráfica:

Estudios I. T. I. especialidad Electricidad
10
Mª Begoña Sánchez Madariaga
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