[image: image53.jpg]Lemat




SERIES ALTERNADAS. SERIES DE POTENCIAS
   Hoja de trabajo 3



  (Curso 2007-2008)


Apellidos y Nombre:____________________________________________

Leer detenidamente esta hoja de trabajo y realizar por escrito todas las actividades que en ella te indicamos. 

Sucesiones y series. Nivel III
Título de pantalla: Suma aproximada y estimación del error para series alternadas

Definición: Una serie se dice alternada si tiene sus términos alternativamente positivos y negativos. Su expresión general es de la forma 
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Convergencia de las series alternadas. Criterio de Leibniz:  Si 
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es una serie alternada que verifica:

a) 
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b) la sucesión 
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 de los valores absolutos es monótona decreciente, es decir que 
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, entonces la serie  
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es convergente.

Suma aproximada de series alternadas: Si 
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es una serie alternada y convergente, siendo la sucesión 
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 monótona decreciente, el error cometido al aproximar la suma de la serie mediante la suma de sus n primeros términos es, en valor absoluto, menor o igual que el primer término despreciado, es decir que se verifica 
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1.a) Demostrar razonadamente el carácter convergente de la serie alternada  
[image: image10.wmf](
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1.b) Utilizar el laboratorio de esta página para tantear el valor de la suma de la serie S, observando el valor al que tiende la suma parcial enésima Sn a medida que n es suficientemente grande. 

Cabe señalar que si la serie alternada verifica el criterio de Leibniz, cuando el último término de la suma parcial Sn que aproxima la suma de la serie es positivo, nos dará la suma por exceso; mientras que si el último término sumado es negativo, Sn aproximará la suma por defecto. 
Justifica si se comporta así la serie que estudiamos…
	Nº términos

n
	Suma parcial  Sn
	Nº términos

n
	Suma parcial  Sn

	10
	
	2000
	

	11
	
	2001
	

	100
	
	40000
	

	101
	
	40001
	

	Suma aproximada de la serie alternada  S 
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                  (tomar 4 decimales)


1.c) Hallar una cota del error cometido en la aproximación si se suman solamente los cinco primeros términos de la serie. Comprobar posteriormente los resultados obtenidos con la ayuda del laboratorio.
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image13.wmf]@

 Suma parcial  S5 =

Cota del error:   
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1.d) ¿Cuántos términos de la serie alternada anterior debemos sumar para que el error cometido en la aproximación sea inferior a 0’004? Justificar los resultados con cálculos y comprobarlo posteriormente en el laboratorio. Indicar cuál es el valor aproximado de la suma obtenida en ese caso.

Teorema de Taylor: Sea n un número natural y f(x) una función definida en el intervalo 
[image: image15.wmf]a,b
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 y supongamos que las derivadas f’(x), f’’(x), f3)(x),..., fn-1)(x) existen y son continuas en (a, b) y que fn) (x) existe en (a, b). Entonces puede definirse un polinomio Tn(x) y sólo uno, de grado menor o igual que n, denominado Polinomio de Taylor de la función f(x) centrado en el punto a, que satisface:
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con los convenios: f0)(a) = f(a), 0! = 1.

Observación importante: Si la función f(x) es un polinomio en potencias de x de grado n, su polinomio de Taylor de grado n centrado en el punto a es otra representación del mismo polinomio en potencias de (x-a).

Fórmula de Taylor con resto: Si las funciones f, f’, f’’, f3),..., fn+1) están definidas en el intervalo 
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, existe 
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 tal que el resto de Taylor de orden n de f en el punto a viene dado por
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Si tenemos a = 0, la expresión anterior se denomina fórmula de MacLaurin con resto, así
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siendo 
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Título de pantalla: Polinomio de Taylor: ejemplos

2. Utiliza el laboratorio de esta página para obtener los polinomios de Taylor de grado 5 centrados en los puntos a=-2 y a=1, correspondientes a la función 
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. Comprobar posteriormente que la gráfica de dichos polinomios (representando los sucesivos grados 1, 2, 3, 4 5) nos proporciona aproximaciones cada vez mejores de la gráfica de la función P(x). 

Diferentes expresiones del polinomio 
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:

En potencias de (x + 2):

En potencias de (x – 1):

¿Qué error se comete cuando se aproxima el valor de la función P(x), para cualquier valor de 
[image: image25.wmf]ÎÂ
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 (tomar, por ejemplo, x1 = 0, x2 = 2) utilizando cada uno de los polinomios de Taylor de grado 5 obtenidos?

3. Hallar el polinomio de Taylor de grado 5 centrado en el punto a = -1, para la función 
[image: image26.wmf](
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, observando posteriormente la representación gráfica de los polinomios de grados 1, 2, 3, 4 y 5 obtenidos, en comparación con la gráfica de la función f(x).

Polinomios de Taylor de grado 5 de la función 
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, en potencias de (x + 1):

Observa en la gráfica el error que se comete cuando se aproxima el valor de la función 
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, para cualquier valor de 
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 (tomar, por ejemplo, x1 = 0,   x2=2), utilizando su polinomio de Taylor de grado 5. Compara estos resultados con el error observado anteriormente con la función 
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 del ejercicio anterior. ¿Aprecias diferencias significativas?

Título de pantalla: Resto enésimo de Taylor. Teorema de Taylor

4. Utiliza la aplicación de esta página para representar el polinomio de Taylor de grado 5 de la función 
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, centrado en el punto a = 0. Anota el valor exacto de cos(2), el valor aproximado que te da el polinomio T5(2) y el error que se comete o resto de Taylor:
Valor exacto  cos(2) =                        ;
Valor aproximado T5(2) =

Error o diferencia  R5(2) =

Utiliza también la aplicación de esta página para anotar el error cometido al aproximar el valor de las funciones 
[image: image32.wmf](
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 y 
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, en los puntos x indicados, mediante los correspondientes polinomios de Taylor de grado n, centrados  en a = 0 (polinomio de MacLaurin). 

	x = 2
	Resto de Taylor 
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	función  
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	función 
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	n = 1
	
	

	n = 3
	
	

	n = 5


	
	

	n = 7
	
	

	

	x = -1
	Resto de Taylor 
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	función  
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	función 
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	n = 1
	
	

	 n = 3
	
	

	n = 5


	
	

	n = 7
	
	


¿Cómo evoluciona el error de aproximación en cada caso a medida que n aumenta? 

¿Cómo evoluciona el error a medida que x se acerca al valor x = 0, donde está centrado el polinomio de Taylor?

Título de pantalla: Series de potencias.

Definición: Se denomina serie de potencias de Taylor de la función f(x) centrada en el punto x = a, a la serie funcional
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Convergencia de una serie de potencias: Existe un valor 
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, denominado radio de convergencia de la serie, tal que:

a) la serie converge 
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b) la serie diverge 
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c) en los extremos del intervalo x = a-R, x = a+R, se debe estudiar el carácter de la serie de forma particular.

Cuando a = 0, se denomina serie de MacLaurin.

5. Expresar la función 
[image: image44.wmf]=
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 como suma de dos funciones, que denominaremos f1(x) y f2(x), utilizando el método de descomposición en fracciones simples:
Obtener las series geométricas que tienen como suma las funciones f1(x) y f2(x).

Primera serie geométrica:   f1(x)=

Campo de convergencia:

Segunda serie geométrica:   f2(x)=

Campo de convergencia:

Utiliza el applet de esta página para hallar el grado n del polinomio de Taylor necesario para aproximar el valor de las funciones f1(x) y f2(x) en el punto x=0’45 con un error menor o igual que 0’001, anotando todos los valores que nos piden en la tabla:
	Valor exacto

f1 (0’45)
	Valor aproximado Tn (0’45)
	Resto o diferencia
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	Grado del polinomio de Taylor

	
	
	
	        n =

	Valor exacto

f2 (0’45)
	Valor aproximado Tn (0’45)
	Resto o diferencia
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	Grado del polinomio de Taylor

	
	
	
	        n =


Obtener la serie de potencias de MacLaurin para la función f(x), 
Serie de potencias que representa a  f(x)=

Campo de convergencia:

Calcula también para f(x) los valores que recoge la tabla siguiente, de manera que el error de aproximación sea menor o igual que 0’001:
	Valor exacto

f (0’45)
	Valor aproximado Tn (0’45)
	Resto o diferencia
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	Grado del polinomio de Taylor

	
	
	
	        n =


¿Confirman los resultados de las dos tablas anteriores que la función f(x) es suma de las funciones  f1(x) y f2(x)? ¿Por qué?
6.a) Obtener la serie de potencias de MacLaurin para la función 
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, derivándola previamente.

6.b) Calcular el campo de convergencia de dicha serie, estudiando también los puntos extremos del intervalo. 

6.c) Comprobar el comportamiento convergente o divergente en los puntos extremos del intervalo con la ayuda de la aplicación y anotar los resultados obtenidos en la tabla.

	x
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	Suma aproximada de la serie 
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	Resto de Taylor
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6.d) Hallar la suma de la siguiente serie numérica alternada 
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